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Àííîòàöèÿ

Êîíå÷íî ïîðîæäåííóþ ãðóïïó Gn, êîòîðàÿ äåéñòâóåò íà äåðåâå T òàê,

÷òî âñå ð¼áåðíûå ñòàáèëèçàòîðû � áåñêîíå÷íûå öèêëè÷åñêèå ãðóïïû,

à âñå âåðøèííûå ñòàáèëèçàòîðû � ñâîáîäíûå àáåëåâû ãðóïïû ðàíãà n,

áóäåì íàçûâàòü îáîáùåííîé ãðóïïîé Áàóìñëàãà�Ñîëèòåðà òèïà (n,1)

(GBS(n, 1) ãðóïïà). Íåäàâíî àâòîðîì áûëè íàéäåíû íåîáõîäèìûå óñëî-

âèÿ èçîìîð�èçìà òàêèõ ãðóïï ñ íåòðèâèàëüíûì öåíòðîì. Â äàííîé ðà-

áîòå ìû äîïîëíÿåì ýòè óñëîâèÿ äî êðèòåðèÿ. Ïðåäëîæåííûå óñëîâèÿ

ìîãóò áûòü ïðîâåðåíû àëãîðèòìè÷åñêè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà è �ðàçû

îáîáùåííàÿ ãðóïïà Áàóìñëàãà�Ñîëèòåðà, ïðîáëåìà èçîìîð�èçìà,

ãðóïïà ñ íåòðèâèàëüíûì öåíòðîì.
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Abstra
t

A �nitely generated group Gn that a
ts on a tree T su
h that all edge

stabilizers are in�nite 
y
li
 groups and all vertex stabilizers are free Abelian

groups of rank n will be 
alled a generalized Baumslag�Solitar group of type

(n,1) (GBS(n, 1) group). Re
ently, the author found ne
essary 
onditions

for the isomorphism of su
h groups with a non-trivial 
enter. In this paper,

we extend these 
onditions to a 
riterion. The proposed 
onditions 
an be

veri�ed algorithmi
ally.
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Ââåäåíèå

Ïî òåîðåìå Áàññà-Ñåððà âñÿêàÿ GBS(n, 1) ãðóïïà Gn ïðåäñòàâëÿåòñÿ

â âèäå π1(A) � �óíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû ãðà�à ãðóïï A [1℄, âñå ð¼áåð-

íûå ãðóïïû êîòîðîãî áåñêîíå÷íûå öèêëè÷åñêèå, à âñå âåðøèííûå � ñâî-

áîäíûå àáåëåâû ãðóïïà ðàíãà n. GBS(1, 1) ãðóïïà íàçûâàåòñÿ îáîáùåí-

íîé ãðóïïîé Áàóìñëàãà�Ñîëèòåðà (GBS ãðóïïà). Ïðîáëåìà èçîìîð�èçìà

GBS(n, 1) ãðóïï äàæå ïðè n = 1 ðåøåíà ëèøü â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó-

÷àÿõ è îñòàåòñÿ ñëîæíîé îòêðûòîé ïðîáëåìîé. Îáçîð ðåçóëüòàòîâ ìîæíî

íàéòè, íàïðèìåð, â [2℄.

Â ðàáîòå [3℄ áûë ïðåäëîæåí êðèòåðèé íàëè÷èÿ íåòðèâèàëüíîãî öåíòðà

äëÿ GBS(n, 1) ãðóïï. Êðîìå òîãî, îêàçàëîñü, ÷òî âñÿêàÿ GBS(n, 1) ãðóïïà
Gn ñ íåòðèâèàëüíûì öåíòðîì ìîæåò áûòü çàäàíà ñëåäóþùèì êîïðåäñòàâ-

ëåíèåì. Åñëè v âåðøèíà A, òî îáîçíà÷èì ÷åðåç v1, v2, . . . , vn ïîðîæäàþùèå
ñîîòâåòñòâóþùåé âåðøèííîé ãðóïïû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ãðà�, ïîëó÷åí-

íûé èç A îòîæäåñòâëåíèåì e è e. Ìàêñèìàëüíîå ïîääåðåâî R ãðà�à A
îïðåäåëÿåò êîïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû π1(A) ≃ Gn

〈 v1, . . . , vn (v ∈ V (A)), vλe

1 = uλe

1 (e = (u, v) ∈ E(R)),
te (e ∈ E(A) \ E(R)) vivj = vjvi (1 6 i 6= j 6 n, v ∈ V (A)),

t−1
e vλe

1 te = uλe

1 (e = (u, v) ∈ E(A) \E(R))

〉
,
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24 Êðèòåðèé èçîìîð�èçìà GBS(n, 1) ãðóïï ñ öåíòðîì

ãäå λe, λe, e ∈ E(A) ýòî öåëûå íåíóëåâûå ÷èñëà.
Áîëåå òîãî, ïîäãðóïïà G = 〈v1 (v ∈ V (A)), te (e ∈ E(A)\E(R))〉 ãðóïïû

Gn ÿâëÿåòñÿ GBS ãðóïïîé. Â ðàáîòå [3℄ îíà íàçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåé

GBS ïîäãðóïïîé ãðóïïû Gn. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû [3℄ � íåîáõîäèìîå

óñëîâèå èçîìîð�èçìà GBS(n, 1) ãðóïï ñ íåòðèâèàëüíûì öåíòðîì.

Òåîðåìà 1. [3, òåîðåìà 1℄ Åñëè Gn è Hn äâå èçîìîð�íûå GBS(n, 1)
ãðóïïû ñ íåòðèâèàëüíûì öåíòðîì è n > 3, òî è èõ ñîîòâåòñòâóþùèå GBS
ïîäãðóïïû G è H òîæå èçîìîð�íû.

Îòìåòèì, ÷òî óêàçàííîå âûøå êîïðåäñòàâëåíèå ñîîòâåòñòâóåò ãðà�ó ñ

ìåòêàìè A = (A, λ), ãäå A ãðà�, à λ : E(A) → Z \ {0} � ìåòêè íà ðåáðàõ.

Åñëè v íà÷àëî ðåáðà e, òî v
λ(e)
1 � îáðàç ïîðîæäàþùåãî ðåáåðíîé ãðóïïû â

ñîîòâåòñòâóþùåé âåðøèííîé. Áóäåì ïèñàòü, ÷òî ðåáðî e ÿâëÿåòñÿ (λ, µ)-
ðåáðîì, ïîíèìàÿ, ÷òî ìåòêè íà ãåîìåòðè÷åñêîì ðåáðå {e, e} ðàâíû λ è µ.
Êðîìå òîãî, åñëè âåðøèííûå ãðóïïû A çàìåíèòü íà áåñêîíå÷íûå öèêëè-

÷åñêèå, òî ïîëó÷èòñÿ ãðà� ñ ìåòêàìè ñîîòâåòñòâóþùåé GBS ïîäãðóïïû

ãðóïïû Gn.

Íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî óïîìÿíóòîå âûøå íåîáõîäèìîå óñëîâèå èçîìîð-

�èçìà GBS(n, 1) ãðóïï íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì. Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåíû

äâà ãðà�à ñ ìåòêàìè. Ïóñòü n > 3, òîãäà ëåâûé çàäà¼ò GBS(n, 1) ãðóïïó

Gn ≃ Z
n ∗

Z

Z
n.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Hn GBS(n, 1) ãðóïïó Z
n
îíà ìîæåò áûòü çàäàíà ãðà�îì ñ

ìåòêàìè ñîñòîÿùèì èç îäíîé âåðøèíû è áåç ð¼áåð. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå

GBS ãðóïïû G è H èçîìîð�íû Z. Îäíàêî, Gn 6≃ Hn.

�èñ. 1: Ïðèìåð ãðà�îâ ñ ìåòêàìè.

Íà ðèñ. 2 èçîáðàæåíî ñêîëüæåíèå � ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ãðà�à ñ ìåò-

êàìè. Ñêîëüæåíèå íå ìåíÿåò �óíäàìåíòàëüíóþ ãðóïïó ãðà�à ñ ìåòêàìè.

Çàìå÷àíèå 1. [3, Çàìå÷àíèå 2℄ Åñëè GBS(n, 1) ãðóïïà Gn èìååò

íåòðèâèàëüíûé öåíòð è ïðåäñòàâëåíà ãðà�îì ñ ìåòêàìè A, òî ñ ïîìîùüþ

ñêîëüæåíèé ìîæíî ïîëó÷èòü òàêîé ãðà� ñ ìåòêàìè Â, ÷òî Gn
∼= π1(A) ∼=

π1(Â) è ìåòêà 1 íà ðåáðå âñòðå÷àåòñÿ â Â òîëüêî â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:

1. ðÿäîì ñ âèñÿ÷åé âåðøèíîé,
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m n

km

m n

e

f

e

fe|f
kn

�èñ. 2: Ñêîëüæåíèå e/f .

2. íà (1,1) ðåáðå, îäíà èç âåðøèí êîòîðîãî âèñÿ÷àÿ,

3. íà (1,1) ïåòëå.

Åñëè ãðà� ñ ìåòêàìè óäîâëåòâîðÿåò ýòèì òð¼ì óñëîâèÿì, òî áóäåì íà-

çûâàòü åãî ïðèâåä¼ííûì.

Ìíîæåñòâî âèñÿ÷èõ âåðøèí ñ ìåòêàìè 1 ïðèâåä¼ííîãî ãðà�à ñ ìåòêà-

ìè A áóäåì îáîçíà÷àòü Vout(A), à îñòàëüíûå Vinn(A). Ïîäãðà� ñ ìåòêàìè

ïðèâåä¼ííîãî ãðà�à ñ ìåòêàìè A, ïîëó÷åííûé èç A óäàëåíèåì âåðøèí

Vout(A) è ñîîòâåòñòâóþùèõ ð¼áåð, áóäåì îáîçíà÷àòü Ainn.

Ïóñòü Gn è Hn äâå GBS(n, 1) ãðóïïû ñ íåòðèâèàëüíûì öåíòðîì, ïðåä-

ñòàâëåííûå ïðèâåä¼ííûìè ãðà�àìè ñ ìåòêàìè A è B ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè

n > 3 è ϕ : Gn → Hn èçîìîð�èçì, òî ïî ëåììå 2 [3℄ èçîìîð�èçì ϕ èíäó-

öèðóåò áèåêöèþ ìíîæåñòâ Vinn(A) è Vinn(B). Ìû îáîçíà÷èì ýòó áèåêöèþ

ϕV .

Ìû íàõîäèì òàêîå äîïîëíåíèå íåîáõîäèìûõ óñëîâèé òåîðåìû 1, êîòî-

ðîå äàåò êðèòåðèé èçîìîð�èçìà GBS(n, 1) ãðóïï ñ íåòðèâèàëüíûì öåí-

òðîì.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü Gn è Hn äâå GBS(n, 1) ãðóïïû ñ íåòðèâèàëüíûì

öåíòðîì, ïðåäñòàâëåííûå ïðèâåä¼ííûìè ãðà�àìè ñ ìåòêàìè A è B ñîîò-

âåòñòâåííî, è n > 3. �ðóïïû Gn è Hn èçîìîð�íû òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà èõ ñîîòâåòñòâóþùèå GBS ãðóïïû G è H èçîìîð�íû è ñîîòâåòñòâó-

þùèå öåíòðàëèçàòîðû CGn
(vk1 ) è CHn

(ϕV (v)
k
1), k ∈ Z, v ∈ Vinn(A) èçîìîð�-

íû.

Çàìå÷àíèå 3. Íåò íåîáõîäèìîñòè ïðîâåðÿòü ñ÷åòíîå ÷èñëî èçîìîð-

�èçìîâ öåíòðàëèçàòîðîâ â òåîðåìå 2. Â çàâèñèìîñòè îò ïðèâåä¼ííîãî ãðà-

�à ñ ìåòêàìè A äëÿ êàæäîé âåðøèíû èç Vinn(A) ìîæåò áûòü âûáðàíî

êîíå÷íîå ÷èñëî íàòóðàëüíûõ ñòåïåíåé äëÿ êîòîðûõ íàäî ïðîâåðÿòü èçî-

ìîð�èçì öåíòðàëèçàòîðîâ.

Çàìå÷àíèå 4. Ïðåäëîæåííûå â òåîðåìå 2 óñëîâèÿ ìîæíî ïðîâåðèòü

àëãîðèòìè÷åñêè.

Ïðè n = 1 ìû èìååì äåëî ñ ïðîáëåìîé èçîìîð�èçìà GBS ãðóïï ñ

íåòðèâèàëüíûì öåíòðîì. Òàêèå GBS ãðóïïû îáëàäàþò òðèâèàëüíûìè ìî-

äóëÿìè è, ñëåäîâàòåëüíî, íå èìåþò ìîáèëüíûõ ðåáåð. Ïîýòîìó âñÿêàÿ òà-

êàÿ GBS ãðóïïà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà òîëüêî êîíå÷íûì ÷èñëîì ðå-
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äóöèðîâàííûõ ãðà�îâ ñ ìåòêàìè. Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðîáëåìà èçîìîð-

�èçìà òàêèõ ãðóïï àëãîðèòìè÷åñêè ðàçðåøèìà (ñì., íàïðèìåð, [4℄).

Ïðè n = 2 çàêëþ÷åíèå òåîðåìû 1 íå âûïîëíÿåòñÿ. Íàïðèìåð, íà ðèñ.

1 èçîáðàæåíû äâà ãðà�à ñ ìåòêàìè. Åñëè n = 2, òî îíè çàäàþò GBS(2, 1)
ãðóïïû

G2 = 〈v1, v2, u1, u2 | v1v2 = v2v1, v1 = u1, u1u2 = u2u1〉

è

H2 = 〈w1, w2, t | w1w2 = w2w1, t
−1w1t = w1〉.

Îòîáðàæåíèå v1 7→ w1, v2 7→ w2, u2 7→ t ïðîäîëæàåòñÿ äî èçîìîð�èçìà

ýòèõ ãðóïï, íî ñîîòâåòñòâóþùèå GBS ïîäãðóïïû G è H íå èçîìîð�íû. Â

ñàìîì äåëå, G ≃ Z, à H ≃ Z2
.

�1. Öåíòðàëèçàòîðû íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ

Áóäåì íàçûâàòü ýëåìåíò g ãðóïïû π1(A) âåðøèííûì, åñëè íàéäåòñÿ

òàêàÿ âåðøèíà v ãðà�à ñ ìåòêàìè A, ÷òî g ∈ 〈v1, . . . , vn〉.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Av,k ïîäãðà� ñ ìåòêàìè ïðèâåä¼ííîãî ãðà�à ñ ìåò-

êàìè A, ïîñòðîåííûé íà òåõ ðåáðàõ e ∈ E(A) äëÿ êîòîðûõ vk1 ëåæèò â

ñîîòâåòñòâóþùåé ðåáåðíîé öèêëè÷åñêîé ïîäãðóïïå Ge. Òî åñòü, Av,k ìèíè-

ìàëüíûé ïîäãðà� ñ ìåòêàìè ïðèâåä¼ííîãî ãðà�à ñ ìåòêàìè A, ñîäåðæà-

ùèé óêàçàííûé íàáîð ð¼áåð.

Ëåììà 1 (î ñîïðÿæåííîñòè). Ïóñòü GBS(n, 1) ãðóïïà Gn èìååò

íåòðèâèàëüíûé öåíòð è çàäàíà ïðèâåä¼ííûì ãðà�îì ñ ìåòêàìè A, n > 3.
Åñëè v ∈ Vinn(A), k öåëîå íåíóëåâîå ÷èñëî è h ∈ Gn, òî ýëåìåíò h−1vk1h
âåðøèííûé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà h ∈ π1(Av,k).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1. Âûáåðåì ñîãëàñîâàííûå ìàêñèìàëüíûå ïîä-

äåðåâüÿ Av,k è A. Ñ÷èòàåì äàëåå, ÷òî π1(Av,k) è π1(A) çàäàíû ñîîòâåòñòâó-

þùèìè ñîãëàñîâàííûìè êîïðåäñòàâëåíèÿìè.

Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî CGn
(vk1 ) ⊇ π1(Av,k). Åñëè u ∈ V (Av,k), òî íàéäåò-

ñÿ òàêîå öåëîå l, ÷òî vk1 = ul1. Ñëåäîâàòåëüíî,

〈u1, . . . , un〉 ⊆ CGn
(vk1 ).

Åñëè t ïîðîæäàþùèé âòîðîãî òèïà π1(Av,k), òî èç ñîãëàñîâàííîñòè ïîääå-

ðåâüåâ ñëåäóåò, ÷òî t ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùèì âòîðîãî òèïà π1(A). Åñëè e
ðåáðî âíå ìàêñèìàëüíîãî ïîääåðåâà ñîîòâåòñòâóþùåå t è t−1wl

1t = um1 ñî-

îòíîøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåå e, òî èç vk1 ∈ Ge ñëåäóåò, ÷òî v
k
1 = wls

1 = ums
1 .

Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî t ∈ CGn
(vk1 ).

Åñëè h ∈ π1(Av,k), òî h ∈ CGn
(vk1 ) è ýëåìåíò h−1vk1h = vk1 âåðøèííûé.

ISSN 1560-750X (Print) ISSN 3033-8271 (Online)

Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû, 2026, Òîì 29, � 2, C. 22-32

Mat. Trudy, 2026, V. 29, N. 2, P. 22-32



Äóäêèí Ô.À. 27

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî åñëè ýëåìåíò h−1vk1h âåðøèííûé, òî h ∈ π1(Av,k).
Ïóñòü ýòî íå âåðíî, çíà÷èò íàéäåòñÿ òàêîé h ∈ Gn, ÷òî h

−1vk1h âåðøèííûé,
h íå ëåæèò â π1(Av,k) è h çàïèñàí ñëîâîì ìèíèìàëüíîé äëèíû â ñòàíäàðò-

íûõ ïîðîæäàþùèõ.

Ñëó÷àé ïåðâûé: ýëåìåíò h ìîæíî çàïèñàòü íå èñïîëüçóÿ ïîðîæäàþùèå
âòîðîãî òèïà, ñîîòâåòñòâóþùèå ðåáðàì âíå Av,k. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå ðåá-

ðî e è ïîääåðåâî ñ ìåòêàìè T ìàêñèìàëüíîãî ïîääåðåâà ãðà�à ñ ìåòêàìè

π1(A), ÷òî h ∈ π1(Av,k) ∗e H , H = π1(T) è v
k
1 6∈ Ge. Çíà÷èò

h = g0h1g1h2g2 . . . hmgm, m > 0,

gi ∈ H, hi ∈ π1(Av,k). Ýëåìåíò h
−1vk1h îòíîñèòåëüíî ýòîãî ñâîáîäíîãî ïðî-

èçâåäåíèÿ ñ îáúåäèíåíèåì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðåäóöèðîâàííûì ñëîâîì íåíó-

ëåâîé äëèíû, ïîýòîìó ýëåìåíò h−1vk1h íå ìîæåò áûòü âåðøèííûì.

Ñëó÷àé âòîðîé: Åñòü òàêîé ïîðîæäàþùèé âòîðîãî òèïà t ñîîòâåòñòâó-
þùèé ðåáðó e, êîòîðûé íåëüçÿ èñêëþ÷èòü èç çàïèñè h è e 6∈ E(Av,k).
Âûáåðåì ïîäõîäÿùóþ ïîäãðóïïó H ãðóïïû Gn òàê, ÷òîáû h ∈ HNN(H, t)
è H ñîäåðæàëà CGn

(vk1 ). Îòíîñèòåëüíî ýòîãî HNN-ðàñøèðåíèÿ h ïðèìåò

âèä

h = h0t
ε1h1 . . . t

εmhm, m > 1, εi ∈ {±1}.

Òîãäà ýëåìåíò

h−1vk1h = h−1
m t−εm . . . t−ε1h−1

0 vk1h0t
ε1h1 . . . t

εmhm

âåðøèííûé. Çíà÷èò h−1
0 vk1h0 ∈ Ge è, ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíò h

−1
0 vk1h0 âåð-

øèííûé.

Åñëè h0 6∈ π1(Av,k), òî ýòî ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè äëèíû h.
Åñëè h0 ∈ π1(Av,k), òî h0 ∈ CGn

(vk1 ) è h
−1
0 vk1h0 = vk1 . Îäíàêî, v

k
1 6∈ Ge,

çíà÷èò çàïèñü

h−1
m t−εm . . . t−ε1vk1 t

ε1h1 . . . t
εmhm

ðåäóöèðîâàíà è ýëåìåíò h−1vk1h íå ìîæåò áûòü âåðøèííûì.

Ýòè ïðîòèâîðå÷èÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî h ∈ π1(Av,k), ëåììà 1 äîêàçàíà.
Ëåììà 2 (î öåíòðàëèçàòîðå). Â óñëîâèÿõ ëåììû î ñîïðÿæåííîñòè

CGn
(vk1) = π1(Av,k).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2. Âêëþ÷åíèå CGn
(vk1 ) ⊇ π1(Av,k) äîêàçàíî â

ëåììå î ñîïðÿæåííîñòè.

Äîêàæåì îáðàòíîå âêëþ÷åíèå. Åñëè h ∈ CGn
(vk1), òî ýëåìåíò h

−1vk1h =
vk1 âåðøèííûé, çíà÷èò ïî ëåììå î ñîïðÿæåííîñòè h ∈ π1(Av,k). Ëåììà 2

äîêàçàíà.
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�2. �ðà�û ñ ìåòêàìè èçîìîð�íûõ GBS(n, 1) ãðóïï ñ

íåòðèâèàëüíûìè öåíòðàìè

Â ýòîì ïàðàãðà�å ñ÷èòàåì A è B ïðèâåä¼ííûìè ãðà�àìè ñ ìåòêàìè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç NBv,k(A), Bv,k(A) è Tv,k(A) ÷èñëî âåðøèí Av,k íå ëåæà-

ùèõ â Ainn, ëåæàùèõ â Ainn è ÷èñëî ðåáåð âíå ìàêñèìàëüíîãî ïîääåðåâà

Av,k ñîîòâåòñòâåííî (àíàëîãè÷íî äëÿ B).

Ïîðîæäàþùèå v1 (v ∈ V (A)) ãðóïïû Gn, óïîìÿíóòûå â çàìå÷àíèè 1,

áóäåì íàçûâàòü ïîðîæäàþùèìè I òèïà. Ìíîæåñòâî òàêèõ ïîðîæäàþùèõ

áóäåì îáîçíà÷àòü IA.
Ëåììà 3. Ïóñòü Gn è Hn äâå GBS(n, 1) ãðóïïû ñ íåòðèâèàëüíûì

öåíòðîì, ïðåäñòàâëåííûå ïðèâåä¼ííûìè ãðà�àìè ñ ìåòêàìè A è B ñî-

îòâåòñòâåííî, è n > 3. Åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå GBS ãðóïïû G è H èçî-

ìîð�íû, k ∈ Z, v ∈ Vinn(A) è ñîîòâåòñòâóþùèå öåíòðàëèçàòîðû CGn
(vk1 ) è

CHn
(ϕV (v)

k
1) èçîìîð�íû, òî NBv,k(A) = NBv,k(B).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3. Òàê êàê èçîìîð�íûå GBS ãðóïïû G è H
èìåþò íåòðèâèàëüíûå öåíòðû è ïðåäñòàâëåíû ðåäóöèðîâàííûìè ãðà�à-

ìè ñ ìåòêàìè Ainn è Binn ñîîòâåòñòâåííî, òî ñóùåñòâóåò [4, òåîðåìà 2.5℄

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñêîëüæåíèé (èíäóêöèé è A±1
äâèæåíèé íåò ââèäó îò-

ñóòñòâèÿ íåòðèâèàëüíûõ ìîäóëåé, ñì. [4℄) ïðåîáðàçóþùàÿ Ainn â Binn. Ýòà

æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèìåíèìà ê A. ×òîáû íå ââîäèòü èçëèøíèõ îáî-

çíà÷åíèé ïåðåîáîçíà÷èì ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ê A ýòîé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè ïðåîáðàçîâàíèé ñíîâà ÷åðåç A. Ýòè ñîîáðàæåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî â

óñëîâèÿõ ëåììû 3 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Ainn = Binn. Ïðè ýòîì áèåêöèþ ϕV

âåðøèí ýòèõ ãðà�îâ ñ ìåòêàìè ìîæíî ñ÷èòàòü òîæäåñòâåííîé.

Çäåñü è äàëåå â äîêàçàòåëüñòâå ýòîé ëåììû îáîçíà÷èì ÷åðåç 〈〈IAv,k
〉〉

íîðìàëüíîå çàìûêàíèå ìíîæåñòâà IAv,k
â ãðóïïå π1(Av,k) (äëÿ Bv,k àíàëî-

ãè÷íî). Èç êîïðåäñòàâëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

π1(Av,k)/〈〈IAv,k
〉〉 ≃

|V (Av,k)|
∗
i=1

Z
n−1 ∗ FTv,k(A).

Ïîýòîìó

rk
(
π1(Av,k)/〈〈IAv,k

〉〉
)
= (n− 1)(NBv,k(A) +Bv,k(A)) + Tv,k(A).

Ïî óñëîâèþ ëåììû 3 ñóùåñòâóåò èçîìîð�èçì öåíòðàëèçàòîðîâ, à ïî

ëåììå 2 ýòî èçîìîð�èçì ψ : π1(Av,k) → π1(Bv,k). Ýòî èçîìîð�èçìGBS(n, 1)
ãðóïï, ïîýòîìó ïðèìåíèìû ðåçóëüòàòû ðàáîòû [3℄. Â ÷àñòíîñòè, èç ëåììû

3 [3℄ ñëåäóåò, ÷òî ψ îòïðàâëÿåò ýëåìåíòû IAv,k
â ýëåìåíòû ñîïðÿæåííûå ñ

IBv,k
. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî îòîáðàæåíèå

ψ : 〈〈IAv,k
〉〉 → 〈〈IBv,k

〉〉
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ÿâëÿåòñÿ èçîìîð�èçìîì. Ïîýòîìó

π1(Av,k)/〈〈IAv,k
〉〉 ≃ π1(Bv,k)/〈〈IBv,k

〉〉.

Òàê êàê Av,k ∩ Ainn = Bv,k ∩ Binn, òî Bv,k(A) = Bv,k(B) è Tv,k(A) =
Tv,k(B). Åñëè òåïåðü ñðàâíèòü ðàíãè èçîìîð�íûõ �àêòîð ãðóïï, òî ÿñíî,

÷òî NBv,k(A) = NBv,k(B). Ëåììà 3 äîêàçàíà.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Åñëè Gn è Hn èçîìîð�íû, òî ñóùåñòâî-

âàíèå òðåáóåìûõ èçîìîð�èçìîâ âûòåêàåò èç òåîðåìû 1.

Ïóñòü òåïåðü ñîîòâåòñòâóþùèå GBS ãðóïïû G è H è óïîìÿíóòûå â

�îðìóëèðîâêå òåîðåìû 2 öåíòðàëèçàòîðû èçîìîð�íû. Ñîîáðàæåíèÿ ïðè-

âåäåííûå â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 3 ïîêàçûâàþò, ÷òî ÷òîáû óñòàíîâèòü

òðåáóåìûé èçîìîð�èçì ãðóïï Gn è Hn äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñÿ-

êîé âåðøèíû v ∈ Vinn(A) è âñÿêîãî íåíóëåâîãî öåëîãî ÷èñëà k ÷èñëî òàêèõ
(k, 1) ð¼áåð èç Eout(A), êîòîðûå ìîæíî ñêîëüæåíèÿìè ïåðåìåñòèòü â âåð-

øèíó v îäèíàêîâî â A è B.

Äëÿ ýòîãî ìû çàìåòèì, ÷òî åñëè èç âåðøèíû v ∈ Vinn(A) âûõîäèò (m, 1)
ðåáðî èç Eout(A), òî 〈vm1 〉 ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì íåêîòîðîãî Z-ìàêñèìàëüíîãî
ïîäãðà�à â A (ìû íàçûâàåì ïîäãðà� ãðà�à ñ ìåòêàìè A Z-ìàêñèìàëüíûì,
åñëè îí ìàêñèìàëüíûé ñ äàííûì öåíòðîì, ýòî ïîíÿòèå îêàçàëîñü ïîëåçíî

äëÿ îïèñàíèÿ öåíòðàëèçàòîðîâ GBS ãðóïï [5, 6℄). Áîëåå òîãî, ýòîò Z-
ìàêñèìàëüíûé ïîäãðà� ñîâïàäàåò ñ Av,m ïî îïðåäåëåíèþ Av,m.

Îáîçíà÷èì òåïåðü ÷åðåç Z ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ Z-ìàêñèìàëüíûõ ïîä-
ãðà�îâ ó êîòîðûõ öåíòðû ïîðîæäàþòñÿ vm1 òàê, ÷òî èç âåðøèíû v ∈
Vinn(A) âûõîäèò (m, 1) ðåáðî èç Eout(A). Òîãäà Z êîíå÷íîå ×ÓÌ.

Åñëè C ∈ Z è Z(π1(C)) = 〈vm1 〉, òî áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî ðå-

áåð E(C) ∩ Eout êîòîðûå ìîæíî ñêîëüæåíèÿìè ïåðåìåñòèòü â âåðøèíó v
è ïîëó÷èòñÿ (m, 1) ðåáðî ÷åðåç εC. Îòìåòèì, ÷òî ðåáðà èç εC ìîæíî ïåðå-

ìåñòèòü â ëþáóþ âåðøèíó C è íè â êàêèå äðóãèå âåðøèíû A.

Ïî ëåììå 3 ìû çíàåì, ÷òî NBv,k(A) = NBv,k(B). Ïîýòîìó äëÿ äîêàçà-

òåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü êàê, çíàÿ NBv,k(A) äëÿ âñåõ Av,k,

âû÷èñëèòü |εC| äëÿ âñåõ C ∈ Z. Ìû îïèøåì ïðîöåäóðó êîòîðàÿ âû÷èñëÿåò

|εC| îäèí çà äðóãèì ñîãëàñíî ðàñïîëîæåíèþ òàêèõ ãðà�îâ ñ ìåòêàìè â Z.
Ñòàðòóåì ñ Z.

Øàã ïðîöåäóðû. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé ìèíèìàëüíûé ýëåìåíò â Z è

îáîçíà÷èì åãî C. Òîãäà Z(π1(C)) = 〈vk1〉, âñå ðåáðà èç εC ìîæíî ñêîëüæå-

íèÿìè ïåðåìåñòèòü â âåðøèíó v è ïîëó÷èòñÿ |εC| (k, 1) ðåáåð. Èç-çà ìèíè-
ìàëüíîñòè C â Z êîëè÷åñòâî ð¼áåð êîòîðûå ìîæíî ïåðåìåñòèòü â âåðøèíó

v è ïîëó÷àòñÿ (m, 1) ðåáðà (m|k,m < k) óæå âû÷èñëåíî íà ïðåäûäóùåì

øàãå ïðîöåäóðû (íà ïåðâîì øàãå òàêèõ ð¼áåð íåò èç-çà ìèíèìàëüíîñòè

C â Z). Îòìåòèì, ÷òî NBv,k(A) ðàâíî ÷èñëó ð¼áåð êîòîðûå ìîæíî ïå-

ðåìåñòèòü â âåðøèíó v è ïîëó÷àòñÿ òàêèå (m, 1) ðåáðà, ÷òî m|k. Òåïåðü
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|εC| ïîëó÷àåòñÿ êàê ðàçíîñòü NBv,k(A) è íàéäåííûõ ðàíåå òàêèõ |εD|, ÷òî
D ∈ Z, v ∈ V (D),D ⊆ C,D 6= C. Òåïåðü ïîëîæèì Z := Z \ C è çàïóñòèì

ñëåäóþùèé øàã ïðîöåäóðû. Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî çàìå÷àíèÿ 3. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 2 âèäíî, ÷òî

äëÿ âåðøèíû v ∈ V (A) äîñòàòî÷íî òðåáîâàòü èçîìîð�èçì òîëüêî òåõ öåí-

òðàëèçàòîðîâ, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ïîäãðà�àì èç Z. Èç êîíå÷íîñòè Z
ñëåäóåò òðåáóåìîå. Çàìå÷àíèå 3 äîêàçàíî.

Äîêàçàòåëüñòâî çàìå÷àíèÿ 4. Àëãîðèòì ìîæåò áûòü ðàçáèò íà ñëåäó-

þùèå ýòàïû:

Ýòàï 0. Ïî ãðà�àì ñ ìåòêàìè A è B ñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïðè-

âåä¼ííûå ãðà�û ñ ìåòêàìè. Äàëåå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî A è B ïðèâåä¼ííûå

ãðà�û ñ ìåòêàìè.

Ýòàï 1. Ïî ãðà�àì ñ ìåòêàìè A è B ñòðîèì Ainn è Binn îòáðàñûâàÿ âè-

ñÿ÷èå âåðøèíû èç Vout(A) è Vout(B) ñîîòâåòñòâåííî. Ïðîâåðÿåì èçîìîð�íû

ëè ñîîòâåòñòâóþùèå GBS ãðóïïû ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà èç [4℄. Åñëè îòâåò

�íåò�, òî è íàø àëãîðèòì âîçâðàùàåò îòâåò �íåò� è îñòàíàâëèâàåòñÿ. Èíà÷å

ïåðåõîäèì íà ñëåäóþùèé ýòàï.

Ýòàï 2. Ñòðîèì ìíîæåñòâà ZA è ZB äëÿ A è B ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ

ýòîãî âû÷èñëÿåì öåíòðû âñåõ ñâÿçíûõ ïîäãðà�îâ A è B è îòáðàñûâàåì

òå ïîäãðà�û äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ñòðîãî ñîäåðæàùèå èõ ïîäãðà�û

ñ òåì æå öåíòðîì. Òåïåðü åù¼ íàäî âûáðîñèòü òå ïîäãðà�û ó êîòîðûõ

öåíòð 〈vm1 〉 íå ñîîòâåòñòâóåò õîòü îäíîìó ðåáðó èç Eout êîòîðîå ìîæíî

ñêîëüæåíèÿìè ïåðåìåñòèòü â íåêîòîðóþ âåðøèíó v èç Vinn è ïîëó÷èòñÿ

(m, 1) ðåáðî.

Ýòàï 3. Äëÿ êàæäîãî ãðà�à èç ZA è ñîîòâåòñòâóþùåãî ãðà�à èç ZB

ñðàâíèâàåì êîëè÷åñòâî ðåáåð èç Eout(A) êîòîðîå ìîæíî ñêîëüæåíèÿìè ïå-
ðåìåñòèòü â âåðøèíó v è ïîëó÷èòñÿ (m, 1) ðåáðî ñ àíàëîãè÷íûì êîëè÷å-

ñòâîì ðåáåð èç Eout(B) (ñîîòâåòñòâåííî èõ öåíòðàì). Åñëè äëÿ âñåõ ïàð

ýòè êîëè÷åñòâà ñîâïàäàþò, òî àëãîðèòì âîçâðàùàåò îòâåò �äà� è îñòàíàâ-

ëèâàåòñÿ, èíà÷å àëãîðèòì âîçâðàùàåò îòâåò �íåò� è îñòàíàâëèâàåòñÿ.
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